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ABSTRACK 
Based on emerging DHF cases occur various solutions for the prevention and control of the 
transmission of dengue, one of them is to create a mathematical model. The Mathematical 
model that was developed is a SIR (Susceptible (S), Infected (I) and recovered (R)),, where the 
rate of displacement of latent mosquitoes become infected mosquito is assumed constant and 
healthy mosquito eggs produced by infected mosquitoes and susceptible mosquitoes, while the 
mosquito is infected eggs produced only by infected mosquitoes. In the SIR model, an analysis 
is performed to assess the stability of the equilibrium point and numerical simulations. Numeric 
simulation was introduced to show the stability at the equilibrium state considered basic 
reproduction number  ℛ0 .There are two equilibrium points. The first equilibrium point is a the 
disease-free equilibrium which is stable, ℛ0 < 1. The second equilibrium point is called an 
endemic equilibrium, which is stable, ℛ0 > 1. The numerical simulations show that increasing 
mosquitoes mortality rate makes ℛ0 , infected human, latent mosquito, infected mosquito, 
infected egg are decrease, so as to help suppress the spread of the disease in the population. 
 
Keywords: mathematical models, basic reproductive number, disease free equilibrium, endemic 
equilibrium 
 

 
ABSTRAK 

Berdasarkan kasus DBD yang terjadi muncul berbagai solusi untuk pencegahan dan 
penanggulangan penyebaran DBD, salah satunya adalah membuat suatu model matematika. 
Model matematika yang dikembangkan adalah model SIR (Susceptible (S), Infected (I) dan 
recovered (R)), di mana laju perpindahan nyamuk laten menjadi nyamuk terinfeksi diasumsikan 
konstan dan telur nyamuk sehat diproduksi oleh nyamuk sehat dan nyamuk terinfeksi, 
sedangkan telur nyamuk terifeksi hanya diproduksi oleh nyamuk terinfeksi. Model SIR 
dianalisis untuk memperoleh titik tetap dan kestabilannya serta dilakukan simulasi numerik. 
Simulasi numerik dilakukan untuk menunjukkan kestabilan titik tetap berdasarkan bilangan 
reproduksi dasar  ℛ0 . Ada dua titik tetap, titik tetap tanpa penyakit (disease-free equilibrium) 
stabil ketika ℛ0 < 1. Titik tetap penyakit (endemic equilibrium) stabil ketika ℛ0 > 1. Simulasi 
numerik menunjukkan bahwa, dengan meningkatnya laju kematian nyamuk menyebabkan  ℛ0, 
manusia terinfeksi, nyamuk laten, nyamuk terinfeksi, telur terinfeksi menurun, sehingga dapat 
menekan laju penyebaran penyakit dalam populasi.  
 

Kata kunci: model matematika, bilangan reproduksi dasar, titik tetap tanpa penyakit, titik tetap 
penyakit 
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I. PENDAHULUAN 

Berdasarkan kasus DBD yang terjadi 
muncul berbagai solusi untuk pencegahan 
dan penanggulangan penyebaran DBD, salah 
satunya adalah membuat suatu model 
matematika. Menjelang akhir abad ke-20 
pemodelan matematika menjadi meluas, 
terutama dalam usaha membuat kebijakan 
kesehatan masyarakat menjadi strategis dan 
taktis [4], sebagai contoh model matematika 
yang mempertimbangkan faktor suhu. 

Model matematika penularan DBD yang 
mempertimbangkan faktor suhu pernah 
dilakukan oleh [1],[6]. Mereka 
mengembangkan model SIR (Susceptible, 
Infected, Recovered). 

Model matematika dalam penelitian 
Massad diasumsikan laju perpindahan 
nyamuk laten menjadi nyamuk terinfeksi 
tidak konstan dan melibatkan waktu tunda 
 𝜏 sebagai periode masa inkubasi pada 
nyamuk. Selain itu, Massad  mengasumsikan 
telur nyamuk sehat diproduksi oleh nyamuk 
rentan dan nyamuk terinfeksi, sedangkan 
telur nyamuk terifeksi hanya diproduksi oleh 
nyamuk terinfeksi. Faktor suhu yang 
digunakan Massad dalam memproduksi 
nyamuk rentan dan nyamuk terinfeksi tidak 
konstan. 

Model matematika Amaku diasumsikan 
laju perpindahan nyamuk laten menjadi 
nyamuk terinfeksi konstan dan telur nyamuk 
sehat diproduksi oleh ketiga kompartmen 
nyamuk, sedangkan telur nyamuk terifeksi 
diproduksi oleh nyamuk laten dan nyamuk 
terinfeksi. Faktor suhu yang digunakan 
Amaku adalah konstan. 

Berdasarkan kedua penelitian tersebut 
maka model SIR dikembangkan lagi dengan 
mengasumsikan laju perpindahan nyamuk 
laten menjadi nyamuk terinfeksi konstan 
seperti asumsi yang digunakan Amaku dan 
laju produksi telur nyamuk sehat dan 
terinfeksi digunakan asumsi yang digunakan 
Massad. Selain itu, digunakan faktor suhu 
dalam produksi nyamuk rentan dan nyamuk 
terinfeksi dari telurnya. Faktor suhu yang 
digunakan sama seperti yang terdaat pada 
penelitian Massad. Dalam tulisan ini akan 

ditentukan titik tetap dan bilangan reproduksi 
dasar. Tahap berikutnya dilakukan simulasi 
untuk melihat dinamika populasi terinfeksi 
pada model.  

Penelitian ini bertujuan untuk 
memodifikasi model matematika, 
menentukan titik tetap dan kestabilan titik 
tetap berdasakan bilangan reproduksi dasar 
 ℛ0 . Selanjutnya melakukan simulasi 
pengaruh laju kematian nyamuk terhadap 
penyebaran penyakit pada populasi. 

 
II. DASAR TEORI 
A. Sistem Persamaan Diferensial Mandiri 

Orde-1 
Sistem persamaan diferensial orde-1 

terdiri atas n persamaan dan n fungsi dari 

𝒙𝑖 (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛) dapat ditulis  

 
Sistem persamaan diferensial (1) 

dapat ditulis dalam notasi vektor, yaitu 
 

                𝒙 = 𝒇 𝒕,𝒙 ,𝒙 ∈ ℝ𝒏,                   (2) 
dengan  

 
 

B. Nilai Eigen dan Vektor Eigen 
 

Sistem persamaan diferensial dapat 
ditulis dalam bentuk: 

𝒙 = 𝑨𝒙,                (3) 

 
di mana A merupakan matriks segi yang 
berukuran 𝑛 × 𝑛,  maka vektor taknol di ℝ𝒏 
disebut vektor eigen dari 𝑨, jika untuk suatu 
skalar 𝜆 , yang disebut nilai eigen dari A, 
berlaku: 

𝒙 𝟏 = 𝒇𝟏(𝒕,𝒙𝟏,𝒙𝟐,…  ,𝒙𝒏)  

𝒙 𝟐 = 𝒇𝟐(𝒕,𝒙𝟏,𝒙𝟐,…  ,𝒙𝒏)  (1)                                          

⋮ ⋮ ⋮  

𝒙 𝒏 = 𝒇𝒏(𝒕,𝒙𝟏,𝒙𝟐,…  ,𝒙𝒏).  

𝒙 =  

𝒙 𝟏
𝒙 𝟐
⋮
𝒙 𝒏

 , 𝒇 𝒕,𝒙 =  

𝒇𝟏(𝒕,𝒙𝟏,𝒙𝟐,…  ,𝒙𝒏)
𝒇𝟐(𝒕,𝒙𝟏,𝒙𝟐,…  ,𝒙𝒏)

⋮
𝒇𝒏(𝒕,𝒙𝟏,𝒙𝟐,…  ,𝒙𝒏)

 . 
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          𝑨𝒙 = 𝝀𝒙.                                               (4) 
 
Vektor x dinamakan vektor eigen yang 
bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆. Persamaan 
(4) dapat ditulis: 
 

 𝑨 − 𝜆𝑰 𝒙 = 𝟎, (5) 
 
agar diperoleh solusi nontrivial, maka 
 

       𝑑𝑒𝑡 𝑨 − 𝜆𝑰 = 0.                                 (6) 
 
Persamaan (6) disebut persamaan 
karakteristik. 
 
C. Pelinearan 

Misalkan diketahuisistem persamaan 
diferensial taklinear, dengan menggunakan 
ekspansi deret Taylor di sekitar titik tetap 𝒙   
diperoleh:  

 

𝒙 = 𝑱𝒙 + 𝝋(𝒙),                  (7) 

 
di mana 𝑱 merupakan matriks Jacobi, 
 

𝑱 =  𝜕𝑓(𝒙)

𝜕𝒙
 
𝒙=𝒙 

=

 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1

⋮

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2

𝜕𝑓2

𝜕𝑥2

⋮

…
𝜕𝑓1

𝜕𝑥𝑛

…
𝜕𝑓2

𝜕𝑥𝑛
⋱ ⋮

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥2

…
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥𝑛  

 
 
 
 
 
 
 

   (8) 

 
dan 𝜑(𝒙)  suku berorde tinggi dengan 
lim𝒙→0 𝜑 𝒙 = 0,  sedangkan 𝑱  merupakan 
hasil pelinearan dari persamaan diferensial 
taklinear. 
 
D. Titik Tetap dan Kestabilan Titik Tetap 

 
1) Titik Tetap 

 
Misalkan diketahui sistem persamaan 

diferensial mandiri orde-1 seperti (2.7), maka 
titik 𝒙  disebut titik tetap atau titik 
kesetimbangan, jika 𝑓 𝒙  = 0 [5]. 

  

2) Kestabilan Titik Tetap 
 

Misalkan sistem persamaan diferensial 
diferensial taklinear memiliki titik tetap 𝒙 . 
Kestabilan titik tetap tersebut dapat dilihat 
dari nilai-nilai eigennya, yaitu 𝜆𝑖  dengan 
𝑖 = 1, 2, 3,… ,𝑛 yang diperoleh dari 𝑑𝑒𝑡 𝑨 −
𝜆𝑰 = 0. 

Secara umum titik tetap mempunyai sifat 
sebagai berikut:  
1. Stabil, jika 

a. Setiap nilai eigen real adalah negatif: 
𝜆𝑖 < 0 untuk setiap i, atau 

b. Nilai eigen kompleks bagian Re(𝜆𝑖) < 
0 untuk setiap i. 

2. Takstabil, jika   
a. Terdapat paling sedikit satu nilai eigen 

real positif: 𝜆𝑖 > 0. 
b. Terdapat paling sedikit satu nilai eigen 

kompleks dengan Re(𝜆𝑖) > 0 [3]. 
 

E. Kriteria Routh-Hurwitz 
 

Misalkan diberikan persamaan 
karakteristik: 

 
𝝀𝒌 + 𝒂𝟏𝝀

𝒌−𝟏 + 𝒂𝟐𝝀
𝒌−𝟐 + ⋯+ 𝒂𝒌 = 𝟎   (9) 

 
Didefinisikan 𝑘 matriks sebagai berikut: 

 

𝑯𝟏 =  𝑎1 ,𝑯𝟐 =  
𝑎1 1
𝑎3 𝑎2

 ,𝑯𝟑 =  
𝑎1 1 0
𝑎3

𝑎5

𝑎2

𝑎4

𝑎1

𝑎3

  

 

𝑯𝒋 =  

𝑎1 1 0             0   … 0
𝑎3 𝑎2 𝑎1           1    … 0
𝑎5

𝑎2𝑗−1

𝑎4

𝑎2𝑗−2

𝑎3

𝑎2𝑗−3
 

  𝑎2

𝑎2𝑗−4

… 0
 … 𝑎𝑘

 
  

,…, 
 

𝑯𝒌 =  

𝑎1 1 0 … 0
𝑎3

⋮
0

𝑎2

⋮
0

𝑎1 … 0

⋮
…

⋱
…

⋮
𝑎𝑘

 , 

dengan syarat setiap unsur (l,m) pada matrik 
𝑯𝒋 adalah: 

 
 
 
 

 

𝑕𝑙𝑚 = 

 
𝑎2𝑙−𝑚 , untuk 0 < 2𝑙 − 𝑚 < 𝑘 

1, untuk 2𝑙 = 𝑚 

0, untuk 2l < 𝑚 atau 2𝑙 > 𝑘 + 𝑚 
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Titik tetap 𝒙  stabil jika dan hanya jika 
𝑑𝑒𝑡 𝑯𝒋 > 0 , untuk setiap j = 1, 2, … , k. 
Kriteria Routh-Hurwitz  untuk k = 2, 3, dan 
4, yaitu 
k = 2:     𝑎1 > 0     𝑎2 > 0 
k = 3:     𝑎1 > 0     𝑎3 > 0,     𝑎1𝑎2 > 𝑎3 
k = 4: 𝑎1 > 0 , 𝑎3 > 0 , 𝑎4 > 0 , 𝑎1𝑎2𝑎3 >

𝑎3
2 + 𝑎1

2𝑎4. 
 

F. Bilangan Reproduksi Dasar  𝓡𝟎  

Menurut [2] bilangan reproduksi dasar 
didefinisikan nilai harapan banyaknya 
populasi rentan yang menjadi terinfeksi 
selama masa infeksi. Selain itu, menurut [2] 
kondisi yang memungkinkan untuk ℛ0 
adalah: 
1. Jika ℛ0 < 1,  maka rata-rata setiap 

individu terinfeksi akan menginfeksi 
kurang dari satu individu baru, sehingga 
penyakit tidak akan menyebar. 

2. Jika ℛ0 > 1,  maka rata-rata setiap 
individu terinfeksi akan menginfeksi 
lebih dari satu individu baru, sehingga 
penyakit akan menyebar. 

 
Bilangan reproduksi dasar dalam tulisan ini 
ditentukan dengan menggunakan the next 
generation matrix 𝑮 . The next generation 
matrix 𝑮 mempunyai dua bagian yaitu 𝑭 dan 
𝑽−𝟏 yang didefinisikan:  
 
            𝑮 = 𝑭𝑽−𝟏                                         (10) 
dengan  
 

  𝑭 =
𝜕𝑭𝑖

𝜕𝒙𝒋
 𝒙𝟎  dan 𝑽 =

𝜕𝑽𝑖

𝜕𝒙𝒋
 𝒙𝟎   5 .                 

 
di mana 𝑭 adalah matriks laju infeksi baru, 
sedangkan 𝑽  merupakan matriks laju 
perpindahan individu yang dievaluasi pada 
titik tetap  𝒙𝟎 .  Menurut [5], ℛ0 merupakan 
nilai eigen dominan dari matriks 𝑮 = 𝑭𝑽−𝟏. 
 
III. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 
A. Model Modifikasi 

Dalam model SIR populasi manusia 
terdiri dari manusia rentan  𝑆𝐻 , manusia 
terinfeksi  𝐼𝐻 , dan manusia sembuh  𝑅𝐻 , 

dengan total manusia 𝑁𝐻 = 𝑆𝐻 + 𝐼𝐻 + 𝑅𝐻 . 
Populasi nyamuk terdiri dari nyamuk rentan 
 𝑆𝑀 , nyamuk laten  𝐿𝑀 , dan nyamuk 
terinfeksi  𝐼𝑀 , dengan total  nyamuk 
𝑁𝑀 = 𝑆𝑀 + 𝐿𝑀 + 𝐼𝑀 .  Populasi telur nyamuk 
terdiri dari telur nyamuk sehat  𝑆𝐸  dan 
terifeksi  𝐼𝐸 , dengan total telur nyamuk 
𝑁𝐸 = 𝑆𝐸 + 𝐼𝐸 .  Sistem persamaan diferensial 
untuk masing-masing kompartemen yaitu, 

 

 
Gambar 1. Skema Penyebaran DBD Model Modifikasi 

 
Persamaan diagram kompartmen di atas 

yaitu, 
 
𝑑𝑆𝐻
𝑑𝑡

= 𝑟𝐻𝑁𝐻  1 −
𝑁𝐻
𝑘𝐻

 −  𝑎𝑐𝐻
𝐼𝑀
𝑁𝐻

+ 𝜇𝐻 𝑆𝐻  

𝑑𝐼𝐻
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝐻
𝐼𝑀
𝑁𝐻

𝑆𝐻 −  𝛼𝐻 + 𝜇𝐻 + 𝛾𝐻 𝐼𝐻  

𝑑𝑅𝐻
𝑑𝑡

= 𝛾𝐻𝐼𝐻 − 𝜇𝐻𝑅𝐻       

𝑑𝑆𝑀
𝑑𝑡

= 𝑃𝐹 𝑡 𝑆𝐸 − 𝑎𝑐𝑀
𝐼𝐻
𝑁𝐻

𝑆𝑀 − 𝜇𝑀𝑆𝑀            (11) 

𝑑𝐿𝑀
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝑀
𝐼𝐻
𝑁𝐻

𝑆𝑀 − 𝛾𝑀𝐿𝑀 − 𝜇𝑀𝐿𝑀  

𝑑𝐼𝑀
𝑑𝑡

= 𝛾𝑀𝐿𝑀 − 𝜇𝑀𝐼𝑀 + 𝑃𝐹 𝑡 𝐼𝐸    

𝑑𝑆𝐸
𝑑𝑡

=  𝑟𝑀𝑆𝑀 +  1 − 𝑔 𝑟𝑀𝐼𝑀  1 −
 𝑆𝐸 + 𝐼𝐸 

𝑘𝐸
 

− 𝜇𝐸𝑆𝐸 − 𝑃𝐹 𝑡 𝑆𝐸 
𝑑𝐼𝐸
𝑑𝑡

= 𝑔𝑟𝑀𝐼𝑀  1 −
 𝑆𝐸 + 𝐼𝐸 

𝑘𝐸
 

−  𝜇𝐸 + 𝑃𝐹 𝑡  𝐼𝐸   
 

 
 

Perpindahan Individu 
Ket : 

 

Pengaruh Antar 
Kompartemen 

 
 

Produksi Telur 
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Laju infeksi dari nyamuk terinfeksi  ke 
manusia rentan  adalah 𝛽𝐻 = 𝑚𝑎𝑐𝐻 , dimana 
𝑚 rasio total populasi nyamuk terhadap total 
populasi manusia , selanjutnya 𝛽𝐻  dikalikan 
dengan proporsi nyamuk terinfeksi sehingga 
laju perpindahan manusia rentan  menjadi 
manusia terinfeksi  adalah 𝑎𝑐𝐻𝐼𝑀/𝑁𝐻 . Laju 
infeksi dari manusia terinfeksi  ke nyamuk 
rentan  adalah 𝛽𝑀 = 𝑎𝑐𝑀 , kemudian 𝛽𝑀  
dikalikan dengan total manusia terinfeksi 
sehingga laju perpindahan nyamuk rentan 
menjadi nyamuk laten  adalah 𝑎𝑐𝑀𝐼𝐻/𝑁𝐻 . 
Faktor suhu yang digunakan dalam penetesan 
telur nyamuk sehat  dan telur nyamuk 
terinfeksi yaitu, 

 
𝐹 𝑡  =  𝑐 − 𝑑 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑               (12)  

 
Untuk menghindari persamaan (12) 

bernilai negatif maka digunakan fungsi 
Heaviside, dimana fungsi Heaviside bernilai 
0 dan 1, dengan memisalkan, 

 
𝑤 =  𝑐 − 𝑑 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑                                (13 ) 

 
maka 

𝜃 𝑤 =  
1 ;   jika 𝑤 ≥ 0
0 ;   𝑗𝑖𝑘𝑎 w < 0

                          (14) 

 
Persamaan (12) dapat ditulis kembali 

dalam bentuk 
𝐹 𝑡  =  𝑐 − 𝑑 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑  𝜃 𝑤            (15) 

 
Untuk mempermudah analisis pada 

persamaan (11), dilakukan penyederhanaan 
dengan membuat perbandingan masing-
masing subpopulasi terhadap total populasi, 
yaitu 

 
𝑆𝑕 =

𝑆𝐻

𝑁𝐻
; 𝐼𝑕 =

𝐼𝐻

𝑁𝐻
;𝑅𝑕 =

𝑅𝐻

𝑁𝐻
;  𝑆𝑚 =

𝑆𝑀

𝑁𝑀
; 𝐿𝑚 =

𝐿𝑀

𝑁𝑀
;  𝐼𝑚 =

𝐼𝑀

𝑁𝑀
;  𝑆𝑒 =

𝑆𝐸

𝑁𝐸
;  𝐼𝑒 =

𝐼𝐸

𝑁𝐸
                   (16) 

dengan,       
                                                                                                                                                                                             
𝑆𝑕 + 𝐼𝑕 + 𝑅𝑕 = 1,  𝑆𝑚 + 𝐿𝑚+ = 1, dan 𝑆𝑒 + 𝐼𝑒 = 1 
 
Dengan menurunkan persamaan (16) 
diperoleh  

 
𝑑𝑆𝑕

𝑑𝑡
=

1

𝑁𝐻
 
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
−

𝑑𝑁𝐻

𝑑𝑡
  dan  

𝑑𝐼𝑕

𝑑𝑡
=

1

𝑁𝐻
 
𝑑𝐼𝐻

𝑑𝑡
−

𝑑𝑁𝐻

𝑑𝑡
 . 

Hal yang sama berlaku untuk variabel-
variabel lain sehingga diperoleh sistem 
persamaan diferensial baru delapan dimensi 
yang terdiri dari dua dimensi untuk variabel 
populasi manusia 𝑆𝑕 , 𝐼𝑕 , dua dimensi untuk 
variabel populasi nyamuk  𝐿𝑚 , 𝐼𝑚  ,  satu 
dimensi untuk variabel populasi telur 
nyamuk 𝐼𝑒 , dan tiga dimensi untuk variabel 
total populasi 𝑁𝐻,𝑁𝑀 ,𝑁𝐸 . 

 
𝑑𝑆𝑕
𝑑𝑡

= 𝑟𝐻  1 −
𝑁𝐻

𝑘𝐻
 −  𝑎𝑐𝐻

𝑁𝑀

𝑁𝐻

𝐼𝑚 + 𝑟𝐻  1 −
𝑁𝐻

𝑘𝐻
 

− 𝛼𝐻𝐼𝑕 𝑆𝑕  

𝑑𝐼𝑕
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝐻
𝑁𝑀

𝑁𝐻

𝐼𝑚𝑆𝑕 −  𝛼𝐻 + 𝛾𝐻 + 𝑟𝐻  1 −
𝑁𝐻

𝑘𝐻
  𝐼𝑕

+ 𝛼𝐻𝐼𝑕
2 

𝑑𝐿𝑚
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝑀𝐼𝑕 1 − 𝐿𝑚 − 𝐼𝑚  −  𝛾𝑀 + 𝑃𝐹 𝑡 
𝑁𝐸

𝑁𝑀

 𝐿𝑚  

𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡

= 𝛾𝑀𝐿𝑚 + 𝑃𝐹 𝑡 
𝑁𝐸

𝑁𝑀

 𝐼𝑒 − 𝐼𝑚                               (17) 

𝑑𝐼𝑒
𝑑𝑡

=  
𝑁𝑀

𝑁𝐸

  𝑔𝑟𝑀𝐼𝑚  −  
𝑁𝑀

𝑁𝐸

  𝑟𝑀𝑆𝑚 + 𝑟𝑀𝐼𝑚   −
𝑁𝐸

𝑘𝐸
 𝐼𝑒  

𝑑𝑁𝐻

𝑑𝑡
= 𝑟𝐻𝑁𝐻  1 −

𝑁𝐻

𝑘𝐻
 − 𝛼𝐻𝐼𝑕𝑁𝐻 − 𝜇𝐻𝑁𝐻 

𝑑𝑁𝑀

𝑑𝑡
= 𝑃𝐹 𝑡 𝑁𝐸 − 𝜇𝑀𝑁𝑀   

𝑑𝑁𝐸

𝑑𝑡
= 𝑟𝑀  1 −

𝑁𝐸

𝑘𝐸
  1 − 𝐿𝑚 − 𝐼𝑚  − 𝑟𝑀  1 −

𝑁𝐸

𝑘𝐸
 𝐼𝑚

−  𝜇𝐸 + 𝑃𝐹 𝑡  𝑁𝐸   
 

Tabel 1 Parameter pada model modifikasi 

 
                                             Sumber : [6], [1] 
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B. Penentuan Titik Tetap 
 

Persamaan yang digunakan untuk 
menentukan titik tetap adalah persamaan (6). 
Penentuan titik tetap berdasarkan [3]. Titik 
tetap yang diperoleh ada dua titik tetap yaitu, 
titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap ada 
penyakit, 
𝑻𝟎 𝑺𝒉, 𝑰𝒉,𝑳𝒎, 𝑰𝒎, 𝑰𝒆,𝑵𝑯,𝑵𝑴,𝑵𝑬  

𝑆𝑕 = 1; 𝐼𝑕 = 𝐿𝑚 = 𝐼𝑚 = 𝐼𝑒 = 0;𝑁𝐻

= 𝑘𝐻 −
𝑘𝐻𝜇𝐻
𝑟𝐻

 

𝑁𝑀 = 𝐹 𝑡  𝑘𝐸𝑃  
1

 𝜇𝑀
−

1

𝑟𝑀
 −

  𝑘𝐸 −  𝜇𝐸 

𝑟𝑀
 

𝑁𝐸 =  
 𝜇𝑀

𝐹 𝑡 𝑟𝑀𝑃
  

𝐹 𝑡  𝑘𝐸𝑃𝑟𝑀
 𝜇𝑀

− 𝐹 𝑡  𝑘𝐸 −  𝑘𝐸  𝜇𝐸  

 
𝑻𝟏 𝑺𝒉

∗ , 𝑰𝒉
∗ ,𝑳𝒎

∗ , 𝑰𝒎
∗ , 𝑰𝒆

∗ ,𝑵𝑯
∗ ,𝑵𝑴

∗ ,𝑵𝑬
∗   

 

𝑆𝑕
∗ =

  𝑘𝐻 −  𝑁𝐻 𝑁𝐻𝑟𝐻
𝑎 𝑐𝐻𝐼𝑚𝑘𝐻𝑁𝑀 −𝑁𝐻 𝑁𝐻𝑟𝐻 − 𝑘𝐻𝑟𝐻 + 𝑘𝐻𝐼𝑕  𝛼𝐻 

 

𝐼𝑕
∗ = −

𝑁𝐻
2𝑟𝐻 − 𝑘𝐻𝑁𝐻𝐵 +  𝐿

2𝑘𝐻𝑁𝐻𝛼𝐻
 

𝐿𝑚
∗ = −

𝑎𝑐𝑀𝐼𝑕 𝐼𝑚 − 1 𝑁𝑀
𝑎𝑐𝑀𝐼𝑕𝑁𝑀 + 𝐹 𝑡 𝑁𝐸𝑃 + 𝑁𝑀𝛾𝑀

 

𝐼𝑚
∗ = 𝐼𝑒 +

𝐿𝑚𝑁𝑀𝛾𝑀
𝐹 𝑡 𝑁𝐸𝑃

;  𝐼𝑒
∗ =

𝑔𝐼𝑚
1 − 𝐿𝑚

 

 

𝑁𝐻
∗ =

𝑘𝐻 𝑟𝐻 − 𝐼𝑕𝛼𝐻 − 𝜇𝐻 

𝑟𝐻
;𝑁𝑀

∗ =
𝐹 𝑡 𝑁𝐸𝑃

𝜇𝑀
 

 𝑁𝐸
∗ =

𝑘𝐸 1 − 𝐿𝑚  𝑁𝑀𝑟𝑀
𝐹 𝑡 𝑘𝐸𝑃 + 𝑁𝑀 𝑟𝑀 − 𝐿𝑚𝑟𝑀 + 𝑘𝐸𝜇𝐸

 

dengan  
𝐵 = 𝑟𝐻 + 𝛼𝐻 + 𝛾𝐻    
𝐹 𝑡  =  𝑐 − 𝑑 𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑓𝑡 + 𝜑  𝜃 𝑤  
𝐿 = 𝑁𝐻 −4𝑎 𝑐𝐻𝐼𝑚𝑘𝐻

2𝑁𝑀𝛼𝐻 + 𝑁𝐻 𝑁𝐻𝑟𝐻 − 𝑘𝐻𝐵 
2  

 
 
C. Bilangan Reproduksi Dasar 

 
Bilangan reproduksi dasar dinotasikan 

ℛ0.  Menurut [2], jika ℛ0 < 1  berarti tidak 

terjadi endemik dan jika ℛ0 > 1  berarti 
terjadi endemik pada populasi. Penentuan 
bilangan reproduksi dasar digunakan the next 
generation matriks 𝐺.  the next generation 
matriks 𝐺 didefinisikan: 

        𝐺 = 𝐹𝑉−1 [5].                          
dengan 𝐹  merupakan matriks dari koefisien 
laju infeksi, sedangkan 𝑉  matriks dari 

koefisien laju pergerakan penyakit, baik 
kematian maupun kesembuhan. 

Adapun sistem persamaan diferensial 
yang digunakan untuk menentukan bilangan 
reproduksi dasar yaitu 

 
𝑑𝐼𝑕
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝐻
𝑁𝑀

𝑁𝐻

𝐼𝑚𝑆𝑕 −  𝛼𝐻 + 𝛾𝐻 + 𝑟𝐻  1 −
𝑁𝐻

𝑘𝐻
  𝐼𝑕

+ 𝛼𝐻𝐼𝑕
2 

𝑑𝐿𝑚
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝑀𝐼𝑕 1 − 𝐿𝑚 − 𝐼𝑚  −  𝛾𝑀 + 𝑃𝐹 𝑡 
𝑁𝐸

𝑁𝑀

  

𝐿𝑚                                                                          (18) 
𝑑𝐼𝑚
𝑑𝑡

= 𝛾𝑀𝐿𝑚 + 𝑃𝐹 𝑡 
𝑁𝐸
𝑁𝑀

 𝐼𝑒 − 𝐼𝑚   

𝑑𝐼𝑒
𝑑𝑡

=  
𝑁𝑀

𝑁𝐸

  𝑔𝑟𝑀𝐼𝑚   1 −
𝑁𝐸

𝑘𝐸
 −  

𝑁𝑀

𝑁𝐸

  𝑟𝑀𝑆𝑚 + 𝑟𝑀𝐼𝑚   

 1 −
𝑁𝐸

𝑘𝐸
 𝐼𝑒   

 
Sistem persamaan (18) dikontruksi 

dalam bentuk matrik yang dievaluasi pada 
titik tetap tanpa penyakit, sehingga diperoleh 
matriks 𝐾 = 𝐹𝑉−1 . Selanjutnya ditentukan 
nilai eigen matriks 𝐾, yaitu 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2,…𝑛. 
ℛ0 = 𝑀𝑎𝑥 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2,…𝑛  disebut 
bilangan reproduksi dasar. 

Berdasarkan sistem persamaan (18) dan 
analisis yang dilakukan diperoleh bilangan 
reproduksi dasarnya yaitu, 
               

ℛ0 =  
𝑎2𝑐𝐻𝑐𝑀𝑘𝐸𝑟𝐻𝛾𝑀  𝜇𝐸𝜇𝑀+𝐹 𝑡 𝑃 𝜇𝑀−𝑟𝑀   

 𝑔−1 𝑘𝐻𝑟𝑀  𝑟𝐻−𝜇𝐻  𝛼𝐻+𝜇𝐻+𝛾𝐻  𝜇𝑀
2  𝛾𝑀+𝜇𝑀  

         19  

 
 
D. Simulasi Dinamika Populasi 

Penyebaran DBD 
  

Simulasi dinamika populasi dilakukan 
untuk kondisi ℛ0 < 1  dan ℛ0 > 1 , dengan 
ℛ0  merupakan bilangan reproduksi dasar 
(persamaan 19). Simulasi ini dilakukan untuk 
menunjukkan bahwa sistem akan stabil 
menuju titik tetap tanpa penyakit saat ℛ0 < 1 
dan stabil menuju titik tetap ada penyakit 
saat ℛ0 > 1.  Selain itu, simulasi juga 
diperlukan untuk melihat pengaruh laju 
kematian nyamuk  𝜇𝑀  terhadap laju 
penyebaran penyakit dalam populasi.  

Nilai-nilai parameter yang digunakan 
untuk simulasi terdapat pada Tabel 2 di 
bawah ini, dengan nilai awal adalah 𝑆𝐻 =
10 , 𝐼𝐻 = 15 , 𝑅𝐻 = 75,   𝑆𝑀 = 50, 𝐿𝑀 = 30 
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𝐼𝑀 = 20 , 𝑆𝐸 = 50, 𝐼𝑒 = 50 , dan total 
masing-masing populasi 𝑁𝐻 = 𝑁𝑀 = 𝑁𝐸 =
100.  
 
Tabel 2 Nilai parameter Model Modifikasi 
Parameter Nilai Parameter Nilai 

𝑐𝐻  1 𝑘𝐻  2 × 105 
𝑐𝑀  1 𝑃 0.15 
𝛼𝐻  0.001 𝑔 0.1 
𝛾𝐻  0.25 𝑟𝑀  50 
𝛾𝑀  0.143 𝑘𝐸  106 
𝜇𝐻  4 × 10-5 𝑓 2.8 × 

10-3 
𝜇𝐸  0.1 𝑐 0.07 
𝑟𝐻  2.5 𝑑 0.06 
𝜑 𝜋/2   

Sumber : [6], [1] 
 

1) Dinamika Populasi untuk Kondisi 
𝓡𝟎 < 𝟏 

 
Gambar 2, 3, dan 4 di bawah ini 

menunjukkan kestabilan tiap populasi, baik 
populasi manusia, nyamuk maupun telur 
nyamuk untuk kondisi ℛ0 < 1. Berdasarkan 
nilai-nilai parameter yang terdapat pada 
Tabel 2 dengan mengambil nilai 𝜇𝑀 = 1 dan 
𝑎 = 0.146 , diperoleh gambar dinamika 
populasi sebagai berikut. 

 

 
                                           (a) 

 
                                           (b) 

 
                                           (c) 
 
Gambar 2. Dinamika populasi manusia untuk kondisi 

ℛ0 < 1 
 

Dinamika populasi manusia rentan  𝑆𝐻  
meningkat dari nilai awal kemudian stabil di 
sekitar titik 𝑆𝑕 = 1  atau sekitar 199997 
orang. Populasi manusia terinfeksi  𝐼𝐻  
menurun dari nilai awal kemudian stabil di 
𝐼𝑕 = 0 , populsi manusia sembuh  𝑅𝐻  
meningkat dari nilai awal kemudian menurun 
dan stabil di titik 𝑅𝑕 = 1 − 𝑆𝑕 − 𝐼𝑕 = 1 −
1 − 0 = 0.  

 

 
                                           (a) 

 
                                           (b) 

 
                                           (c) 

Gambar 3. Dinamika populasi nyamuk untuk kondisi 
ℛ0 < 1 
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Dinamika populasi nyamuk rentan  𝑆𝑀  
berosilasi menuju nilai yang periodik, 
populsi nyamuk laten  𝐿𝑀  menurun dari 
nilai awal kemudian stabil di titik 𝐿𝑚 = 0, 
populsi nyamuk terinfeksi  𝐼𝑀  menurun dari 
nilai awal kemudian stabil di titik 𝐼𝑚 = 0.  

 
                                           (a) 

 
                                           (b) 

 (c) 
 

Gambar 4. Dinamika populasi telur nyamuk dan total 
masing-masing populasi untuk kondisi 
ℛ0 < 1 

 
Dinamika populasi telur nyamuk rentan 

 𝑆𝐸  berosilasi menuju nilai yang periodik, 
populsi telur nyamuk terinfeksi  𝐼𝐸  menurun 
dari nilai awal kemudian stabil di titik 𝐼𝑒 =
0. 

Dinamika total populasi manusia 
 𝑁𝐻  meningkat dari nilai awal kemudian 
stabil di sekitar titik 𝑁𝐻 = 199997 , total 
populasi nyamuk  𝑁𝑀  berosilasi menuju 
nilai yang periodik, sedangkan total populasi 
telur nyamuk  𝑁𝐸  berosilasi menuju nilai 
yang periodik. Berdasarkan simulasi yang 

dilakukan dapat dikatakan bahwa titik tetap 
tanpa penyakit stabil untuk kondisi ℛ0 < 1. 
 
2) Dinamika Populasi untuk Kondisi 

𝓡𝟎 > 𝟏 
 

Gambar 5, 6, dan 7 di bawah ini 
menunjukkan kestabilan tiap populasi, baik 
populasi manusia, nyamuk maupun telur 
nyamuk untuk kondisi ℛ0 > 1. Berdasarkan 
nilai-nilai parameter yang terdapat pada 
Tabel 2 dengan mengambil nilai 𝜇𝑀 = 0.071 
dan 𝑎 = 3.7 , diperoleh gambar dinamika 
populasi sebagai berikut. 

 
 

 
 

 
Gambar 5. Dinamika populasi manusia untuk kondisi 

ℛ0 > 1 
 

Dinamika populasi manusia rentan  𝑆𝐻  
meningkat dari nilai awal kemudian menurun 
dan berosilasi menuju nilai yang periodik, 
populasi manusia terinfeksi  𝐼𝐻  meningkat 
dari nilai awal kemudian menurun dan 
akhirnya berosilasi menuju nilai yang 
periodik, populsi manusia sembuh  𝑅𝐻  
meningkat dari nilai awal kemudian 
berosilasi menuju nilai yang periodik.  
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                                           (a) 

 
                                           (b) 

(c) 
 

Gambar 6. Dinamika populasi nyamuk untuk kondisi 
ℛ0 > 1 

Dinamika populasi nyamuk rentan  𝑆𝑀  
berosilasi menuju nilai yang periodik, 
populsi nyamuk laten  𝐿𝑀  berosilasi menuju 
nilai yang periodik, populasi nyamuk 
terinfeksi  𝐼𝑀  berosilasi menuju nilai yang 
periodik.  

                                           
(a) 

 
                                           (b) 

 (c) 
 

Gambar 7. Dinamika populasi telur nyamuk dan 
totalmasing-masing populasi untuk 
kondisi ℛ0 > 1                    

 
Dinamika populasi telur nyamuk rentan 

 𝑆𝐸  berosilasi menuju nilai yang periodik, 
populsi telur nyamuk terinfeksi  𝐼𝐸  
berosilasi menuju nilai yang periodik. 

Dinamika total populasi manusia  𝑁𝐻  
meningkat dari nilai awal kemudian menurun 
dan meningkat kembali, sehingga pada 
akhirnya berosilasi menuju nilai yang 
periodik, total populasi nyamuk  𝑁𝑀  dan 
total populasi telur nyamuk  𝑁𝐸  berosilasi 
menuju nilai yang periodik.  

E. Simulasi Laju Kematian Nyamuk (𝝁𝑴) 

Simulasi ini diperlukan untuk melihat 
pengaruh laju kematian nyamuk  𝜇𝑀  
terhadap penyebaran penyakit dalam 
populasi. Selain itu, akan ditunjukkan bahwa 
peningkatan atau penurunan nilai parameter 
laju kematian nyamuk dapat menurunkan 
nilai bilangan reproduksi dasar (ℛ0 ) yang 
didefinisikan pada persamaan (19). Terdapat 
4 nilai 𝜇𝑀  yang diambil pada interval [1 , 
2.5] dengan langkah 0.5. Nilai-nilai 
parameter lain terdapat pada Tabel 2 dengan 
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mengambil parameter rata-rata gigitan 
nyamuk yaitu 𝑎 = 3.7.  

Gambar 8 di bawah ini menunjukkan 
perubahan nilai bilangan reproduksi dasar 
untuk kondisi ℛ0 < 1 dan perubahan jumlah 
tiap populasi, baik manusia, nyamuk maupun 
telur nyamuk jika  laju kematian nyamuk 
ditingkatkan.  

 
                                           (a) 

 
                                           (b) 

 (c) 
 

 
 

 
 
Gambar 8. Dinamika populasi manusia, 

nyamuk, telur nyamuk, dan 
bilangan  reproduksi dasar untuk 
kondisi ℛ0 < 1 dengan parameter 
𝜇𝑀  ditingkatkan 

 
Peningkatan laju kematian nyamuk 

memberi pengaruh terhadap populasi 
manusia terinfeksi, nyamuk laten, nyamuk 
terinfeksi, telur nyamuk terinfeksi dan 
bilangan reproduksi dasar.  

Pengaruh yang terjadi pada populasi 
manusia terinfeksi nyamuk laten, nyamuk 
terinfeksesi dan telur nyamuk terinfeksi yaitu 
jumlah masing-masing populasi tersebut 
berkurang. Hal ini sesuai dengan bilangan 
reproduksi dasar, dimana dengan 
menurunnya dilangan reproduksi dasar 
menyebabkan jumlah populasi terinfeksi 
berkurang. 
 

IV. KESIMPULAN DAN SARAN 

 
A. Kesimpulan 

 
Berdasarkan hasil dan pembahasan 

yang dilakukan terhadap model modifikasi 
dapat disimpulkan bahwa, 
1. Titik tetap yang diperoleh ada dua yaitu 

titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap 
ada penyakit.  

2. Titik tetap tanpa penyakit stabil untuk 
kondisi ℛ0 < 1, sedangkan titik tetap ada 
penyakit stabil untuk kondisi ℛ0 > 1. 

3. Dengan adanya peningkatan laju 
kematian nyamuk, menyebabkan bilangan 
reproduksi dasar menurun, akibatnya 
jumlah populasi terinfeksi berkurang, 
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sehingga dapat membantu menekan laju 
penyebaran penyakit dalam populasi.  

 
B. Saran 

 
Penelitian ini perlu dilanjutkan 

khususnya dengan melibatkan telur nyamuk 
sehat dan terinfeksi yang diproduksi oleh 
nyamuk laten. 
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